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nN p p p= × ×⋅⋅⋅× ，其中 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 表示质数， ( 1, 2, , )ir i n= ⋅⋅⋅ 表示质因数
( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 的个数。 
这就显示出，将一个自然数N 分解质因数后，其表达式中出现了质数 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 、
相同质数的个数 ( 1, 2, , )ir i n= ⋅⋅⋅ 以及不同质数的个数n。所谓分解质因数的形式是确定的，
就是要求如果自然数N 确定了，那么分解质因数后相应的 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 、



































如下面的问题：湖面上有一些天鹅，飞走了 5 只，还剩 8 只，问湖面上原来有多少只天鹅？
本题的意思是知道了“飞走”和“还剩”这两个部分量，求总量是多少。期望学生用加法“5
＋8＝13”计算，可有学生偏偏列出减法算式解决问题“13－5＝8”。（见图 1）当问及学生
本题答案时，学生往往能够说出正确答案，即湖面上原来有 28 只天鹅。 
 
图 1 学生的解答 
教师普遍的困惑是，当学生这样列式计算时，到底应当判错还是判对呢？关于这一问题
                                                             
① 张景中. 感受小学数学思想的力量－写给小学数学教师们. 人民教育.2007.18. 

























 交换性，即：如果 A=B，那么一定有 B=A 
















b 整除时，数 b 叫做数 a 的因数，同时数 a 叫做数 b 的倍数。举例说，因为 60 能被 12 整除，







                                                             







 一年划分为 12 个月； 
 中国古时将一个昼夜划分为 12 个时辰； 
 中国传统文化中的 12 地支（子，丑，寅，卯，辰，巳，午，未，申，酉，戌，亥）； 
 与 12 地支相对应的 12 生肖（鼠，牛，虎，兔，龙，蛇，马，羊，猴，鸡，狗，猪）； 
 英国 1971 年之前使用的钱币的换算关系为，1 镑（Pound）等于 12 先令（Shilling）； 
 语言中“一打（英文为 Dozen）”代表 12 个； 
 音乐中的 12 平均律，等等。 
一个自然的问题是，古今中外为什么 12 这个数如此受人青睐？无独有偶，还可以发现
许多 12 的倍数也有着广泛应用，比如： 
 一昼夜分为 24 个小时； 
 中国传统中一年有 24 个节气； 
 一个小时等于 60 分钟； 
 历史名著《西游记》中孙悟空能够 72 变； 
 《水浒传》中有一百单八（108）将； 
 圆周角划分为 360 度，等等。 
其中 24 是 12 的 2 倍，60 是 12 的 5 倍，72 是 12 的 6 倍，108 是 12 的 9 倍，360 是 12
的 30 倍。凡此都说明 12 这个数一定有其特殊之处。 
考查一下能够整除 12 的几个数（不包括 12 本身）的和，也就是 12 的全部真因数之和，
可以发现： 
1＋2＋3＋4＋6＝16 
这个和 16 比 12 本身要大。选择其他数看看，比如能够 8 的全部真因数之和为（1＋2




说明了为什么 12 的倍数也有广泛的应用。比如在 100 以内 60 是因数个数最多的数中最小的
一个，一共有 12 个因数，分别是： 
1，2，3，4，5，6，10，12，15，20，30，60 




































分钟 60 30 20 15 12 10 6 5 4 3 2 1 


























分钟 100 50 25 20 10 5 4 2 1 
对比两种情况就可以发现，规定 1 小时等于 60 分钟的优势就是将 1 小时平分后，所得








把像 6 这样，所有真因数之和等于自身的数叫做“完美数（英译为：Perfect Number）”，之
后的尼克玛楚斯（希腊：Nicomachus，约公元 60－120）把像 12 这样的数，也就是所有真
因数之和大于自身的数，叫做“富裕数”，像 8 这样的数，全部真因数之和小于自身的数，
叫做“贫穷数（英译为：Deficient Number）”。①根据这三种数的特点，把“数”与神话中的
“神”做类比。像 6 这样的完美数类比为爱与美的女神维纳斯（英译为：Venus）；像 12 这
样的富裕数类比为百手巨人布里亚柔斯（英译为：Briareus 或 Aegaeon）；像 8 这样的贫穷数
类比为独眼巨人库克洛普斯（英译为：Cyclops）。 
人们还发现，完美数的倍数一定是富裕数，比如完美数 6 的 2 倍 12 是富裕数，6 的 3
倍 18 也是富裕数。另外一个发现是，完美数的真因数一定是贫穷数，比如完美数 6 的真因



































                                                             
① L. E. Dickson . Perfect and Amicable Numbers［J］ . The Scientific Monthly，Vol. 12，No. 4 (Apr., 1921)，
pp. 349-354. 
② Thomas Taylor. Theoretical Arithmetic［M］. London: NO9, Man or Place, Walworth, By Valpy, Tooke’s Court, 
























































“135 12× ”就有如图 2 的竖式计算方法：① 
 
                                                             





图 2 历史上的计算 
这个计算过程是将上面的因数“135”看作“100＋30＋5”，第一步是计算出 100 个“12”





再计算 2 个“135”等于“270”，之后把这两个部分积相加得到 1620。 
 





法。与现在除法竖式比较接近的一种，是出现于公元 980 年的 Gerbert 方法。②以“900 8÷ ”
为例，现在教科书中针对于此题的竖式计算应当是如图 4 的写法： 
1 1 2












图 5 Gerbert 算法 
                                                             
① 郜舒竹. 国外估算案例析. 教学月刊. 2013（3） 





上述过程的第一步选择商为 90，是为了与 10 相乘得到 900；第二步商 18 是为了与 10
相乘凑出 180，以下依次类推。这个求商的思考过程与现在教科书中的过程显然是不一样的。





























图 7 民国时期教科书 





















步要做的计算是“四头”，即用 4 去乘总头数 35，得到 140。第二步要做的计算是“减足”，



















同笼问题所使用的半足术（94 ÷ 2＝47），其实就是将每只鸡的足数变成了 1，与头数相同了。 
《算法统宗》中的倍头法和四头法，从思想渊源上看，与《孙子算经》中的半足术是一
脉相承的。半足术是通过“半足”使得每只鸡的头数和足数都成为 1，而倍头法是通过“倍










                                                             


























“用余量小”，如此反复，量尽为止。比如图 8 中两条线段分别表示量 A 和量 B，其中 A 是
较大的量： 
量 A：———————  
量 B：———  
图 8 量的比较 
如果需要了解并且表达两个量之间关系的时候，人们首先就会用较小的量 B 去与较大的










图 9 量的测量 
图 9 中用量 B 测量量 A 重叠 2 次后，出现了小于量 B 的剩余量 C，这时候人们通常会用
剩余的量 C 反过来去与量 B 重叠测量，如果仍然量不尽，就继续重复这一“用余量小”的
过程。图中用 C 量 B 的结果恰好三次量尽。这时候就需要用数来描述量 A 与量 B 之间的关















                                                             
① 郜舒竹.“变教为学”从哪儿做起. 教学月刊小学版（数学）. 2013（9）. 
② 郜舒竹. 类比思考，探索规律. 教学月刊小学版（数学）. 2013（11）. 
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保证封闭了，即任何两个有理数相除的结果一定还是有理数。 
“发现”的知识与“发明”的知识属性不同，当然学习的方式也就有了差异。发现的过
程核心环节是“观察与比较”，发明的过程重在“需求与创造”。针对不同属性的知识，备课
中就要思考如何为学生设计学习任务和学习活动。 
对客观规律的认识至少应当包括两个方面。首先应当是定性的认识，比如对于“平行四
边形面积”来说，应当认识无论什么样的平行四边形，其面积的大小都受制于底边长度和高
的长度；在定性认识的基础上，就可以有定量的认识，即面积的大小等于底边长度与高的长
度的乘积。针对定性的认识，需要观察并且比较不同平行四边形，在不同中发现共性，也就
是所有平行四边形面积的大小都受制于底边长度和高的长度；而对于定量的认识，也就是平
行四边形的面积等于底边长度与高的长度的乘积，则需要观察平行四边形与面积相等的长方
形之间的关系而得到。如果把长方形视为特殊的平行四边形，那么就可以将定性的认识与定
量的认识合为一体，把学习目标确定为“发现平行四边形面积的大小与底边长度和高的长度
的关系”。 
对于“发明”的知识，认识的核心环节是感受需求，并且经历自主发明的过程。以分数
为例，分数的学习包括分数概念的形成与语言表述、分数之间的相等与不等关系、分数的运
算以及分数与除法和比的关系等内容，这些内容需要一个螺旋上升的学习过程。如果把分数
的本质属性定位于语言，那么其学习过程就应当遵循语言学习的规律。语言通常是按照“先
听说，后读写”的顺序进行学习的。通过“听说”可以感受到分数的存在以及分数概念的含
义，通过“读写”让学生经历“发明”的过程，感受数学中文字语言、图形语言以及符号语
言之间的相互关系。学习分数之初，首先应当让学生感受到对分数的“需求”，体现“让知
识因需要而产生”的教学原则。因此小学三年级“分数初步认识”的学习目标可以确定为如
下三条：感受分数在语言中的存在及其必要性；经历分数符号从“多样”到“统一”的发明
过程；了解分数的含义。 
数学教学改革期望的是学生“自由、自主、自信”地开展学习活动，为此就需要教师在
备课中准确把握知识的本质属性，合理设置学习目标。在此基础上，“把目标变成任务、把
知识变成问题、把方法变成活动”。在教学中真正做到“每位学生都有活动，每位学生都有
机会”。这就要求教师能够将数学知识与人的认知规律建立联系，与儿童的心理及其学习规
律建立联系，使得数学教学的过程成为儿童全面发展的过程。真正实现数学教学中的育人为
本。 
